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随机矩阵对策及其在舰艇作战方案中的应用 
王天虹，宋业新 

（海军工程大学 理学院，湖北 武汉 430033） 

摘要：根据随机矩阵对策的最优策略和对策值的定义，讨论对策结果（最优策略和对策值）关于随机矩阵中各

随机变量分布函数的稳定性，给出了具体的稳定性分析方法。并以舰艇作战方案为例，建立了随机双矩阵对策模型，

研究结果对于双方资源分配，提高作战效能具有一定的军事应用价值。 
关键词：随机矩阵对策；分布函数；稳定性分析；舰艇作战方案 

中图分类号：O225; O241   文献标识码：A 

Stochastic Matrix Game and Application in Naval Ships Operational Projects 
WANG Tian-hong, SONG Ye-xin 

(College of Science, Naval University of Engineering, Wuhan 430033, China) 

Abstract: According to the definition of the optimal strategy and game value of stochastic matrix game, discuss the 
strategy result (including optimal strategy and strategy value) of random varies distribution function stability in random 
matrix, the stability analysis method is proposed. Taking naval ships operational projects as example, establish the random 
dual-matrix strategy model, research result has the military application value for resource distribution and improving 
fighting effectiveness. 
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0  引言 

对策理论 [1-3]是研究具有对抗性或竞争性冲突

问题的基本理论和方法。通常假定对策双方的策略

集、每个局势的支付值都是确定不变的，实际上许

多对策问题的支付值难以确定，从而对策模型的求

解产生了困难。故讨论策略集确定、各支付值为随

机变量的随机矩阵对策 [4]的求解及其稳定性分析方

法，并以舰艇作战方案为例，建立一个随机双矩阵

对策模型。 

1  随机矩阵对策结果的稳定性 

定义 1 设局中人 1、2 的策略集分别为 1S 、 2S ，

nmijA ×= )(ξξ 是局中人 1 的随机支付矩阵，其中

),,2,1,,,2,1( njmiij ==ξ 为随机变量，若 )(xFij 为

ijξ 的分布函数，且满足： d ( )ijx F x
+∞

−∞
< +∞∫ ,记

d ( ), ( ) , ( )ij ij ij m n ij m na x F x A a F F
+∞

× ×−∞
= = =∫ ，称矩阵对

策 };,{ 21 ASS=Γ 的最优策略和对策值为随机矩阵对

策 };;,{ 21 FASS ξ=Γ 的最优策略和对策值。 

定义 1 本质上是根据 ijξ 的数学期望 )( ijE ξ 确定

ijξ 之间的一种排序。也可以利用其他的排序方式，

例如利用方向凸函数确定方向凸序，或通过比较概

率的大小排序。确定某种排序方式后，就可以按照

普通矩阵对策的有关方法计算随机矩阵对策在此排

序下的对策结果。随机矩阵对策的最优策略（纯策

略）和对策值与普通矩阵对策的最优策略和对策值

有类似的性质。 
在某些具体问题中，随机矩阵对策的各随机变

量 ijξ 的理论分布函数 )(xFij 往往难以确定，实际常常

借助经验分布函数 )()( xF k
ij 代替理论分布函数

)(xFij ，计算出 )(k
ija ，然后以

nm
k

ij
k aA ×= )( )()( 为(局中人

1 的)支付矩阵求出最优策略和对策值，从而需要讨

论矩阵对策 };,{ )(
21

k
k ASS=Γ 的对策结果的稳定性。 

定义 2 设 X、Y 和 V 是以 A 为支付矩阵得到

的局中人 1，局中人 2 的最优策略和最优值； kk YX ,

和 kV 是以 )(kA 为支付矩阵得到的最优策略和最优

值。若满足： VVYYXX kkkkkk
===

∞→∞→∞→
lim,lim,lim ，称随机矩阵

对策 };;,{ 21 FASS ξ=Γ 关于 ijξ 的分布函数 )(xFij 具有稳

定性。 
由文献[1]知，若 11 ,YX 分别是互为对偶的线性

规划问题(1)、(2)的最优解，则 1111 *,* VYYVXX == 分

别为矩阵对策 };,{ 21 ASS=Γ 中局中人 1、局中人 2 的

最优策略，两式中的 V 为对策值。 
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同理，若 k kX Y、 是线性规划问题 k)1( 、 k)2( 的

最优解，则 kkkkkk YVYXVX == *,* 分别为矩阵对策

};,{ )(
21

k
k ASS=Γ 中局中人 1、2 的最优策略， kV 是对

策值。 
定义 3[5] 设C 、 kC 分别是问题 (1)、 k)1( 的全部

基 解 构 成 的 集 合 ， 若 CX ∈ 对 应 的 基 为

kkiri CXPP ∈,,,1 对应的基为 )()(
1 ,, k

ir
k

i PP ，则称 X 与

kX 是同位基解。 

引理 1[5] 设 kk CXCX ∈∈ ,1 是问题 )1( 与 k)1( 的同

位基解，A 的秩等于 m，则当 ε<− )(kAA 时，有

εcXX k ≤−1
，c 是与 k、 ε 无关的正常数。 

定理 1 设随机矩阵对策 };;,{ 21 FASS ξ=Γ 关于

分布函数 )(xFij 所确定的矩阵对策 };,{ 21 ASS=Γ 只

有唯一的最优解( **,YX )，且 A 的秩为 m，有： 
( )ⅰ 若问题(1)的最优解为 1X ，问题 k)1( 的同位

基解为 kX ，则 kX 是问题 k)1( 的最优解； 

( )ⅱ 若问题(2)的最优解为 1Y ，问题 k)2( 的同位

基解为 kY ，则 kY 是问题 k)2( 的最优解。 

证明：( )ⅰ 设 1X 是问题(1)的最优解，其对应的

基阵为 B，因为 AA k

k
=

∞→

)(lim ，故当 k 充分大时，线

性规划问题 k)1( 的系数矩阵 )(kA 中与 B 位置相同的

子矩阵 )(kB 也为基阵，记对应于基阵 )(kB 的基解为

kX ，由定义 3 可知， 1X 与 kX 是同位基解。 

下证 kX 为 k)1( 的最优解。  

因为问题(1)只有唯一的最优解 1X ，X 为问题(1)
的任意基解，则有 XJXJ mm ′<′ 1 。 

记 1
1

min XJXJ mmXX
′−′=

≠
δ ，因为问题(1)只有有限

个基解，故 0>δ ，且 1

1 1

m m

j j
j j

x x δ
= =

− ≥∑ ∑ 。 

由引理 1，令 0>ε ，ε 充分小，有充分大的 k，
使 ε<− )(k

ijij aa ，对同位基解 1X ， kX 有： 

ε11 cXX k <−
m2
δ

<                     (3) 

对(1)的任意基解 X 和 k)1( 的同位基解 kX 有： 

εcXX k <−
m2
δ

<                      (4) 

式  (3) 、式  (4) 中 1c 、c 是与 k ε、 无关的正常数。 

再由式  (3)、式  (4) 可得： 
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可知 kX 为线性规划问题 k)1( 的最优解。 

(ⅱ) 类似可证。 
定理 2 设随机矩阵对策 };;,{ 21 FASS ξ=Γ 满足

定理 1 的条件，则随机矩阵对策 };;,{ 21 FASS ξ=Γ 关

于分布函数 )(xFij 具有稳定性。 

证明：由文献[5]有，对任意的 0>ε ，当 k 充

分大，有： 

ε2cVV k <−                           (5) 

又因 kkk XVXVXX == *,* 1 ，故由引理 1 可得： 

ε3** cXX k <− ， ε4** cYY k <−             (6) 

综上所述，随机矩阵对策 };;,{ 21 FASS ξ=Γ 关于

分布函数 )(xFij 具有稳定性。 

2  随机双矩阵对策 

定义 4 设 1 2S S、 分别是局中人 1、局中人 2 的

策略集， nmijA ×= )(ξξ 、 nmijB ×= )(ηη 分别是局中人 1、

局 中 人 2 的 随 机 支 付 矩 阵 ，

,ijξ ),,2,1,,,2,1( njmiij ==η 为随机变量， )(xFij

为 ijξ 的分布函数， )(yGij 为 ijη 的分布函数，

nmij xFF ×= ))(( ， nmij yGG ×= ))(( ，且满足下式： 

d ( )ijx F x
+∞

−∞
< +∞∫ ， d ( )ijx G y

+∞

−∞
< +∞∫  

记 d ( ), ( )ij ij ij m na x F x A a
+∞

×−∞
= =∫ ， d ( ), ( )ij ij ij m nb y G x B b

+∞

×−∞
= =∫ ，

称双矩阵对策 },;,{ 21 BASS=Γ 的最优策略和对策值

是随机双矩阵对策 },;,;,{ 21
* GFBASS ηξ=Γ 的最优策

略和对策值。 
随机双矩阵对策 ),;,;,( 21 GFBASS ηξ 与随机矩阵 
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对策 };;,{ 21 FASS ξ=Γ 有相似的性质，不再赘述。 

同理，由定义 4 知道求随机双矩阵对策

},;,;,{ 21
* GFBASS ηξ=Γ 的最优策略和对策值也可以

转化为求 F、G 所确定的 },;,{ 21 BASS=Γ 的最优策略

和对策值。 
若 },;,{ 21 BASS=Γ 在纯策略下的平衡点不存在，

也可以转化为二次规划问题的求解[1,3]： 
vuyxbyxa ji
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于是，有以下结论：若 **,*,*, vuyx 为此二次规

划问题的最优解当且仅当 *)*,( yx 为双矩阵对策

},;,{ 21 BASS=Γ 的 Nash 平衡点， *** uAyx T = ，

*** vByx T = 。从而可以计算出随机双矩阵对策

},;,;,{ 21
* GFBASS ηξ=Γ 的最优策略和对策值。 

3  随机双矩阵对策应用举例 

下面给出一个应用随机双矩阵对策讨论作战双

方博弈情况的例子。 
例  假设在一次争夺岛屿的海战中，红、蓝两

军各有指挥官统帅相应数量的军舰，他们在为争夺

某海域的几个岛屿而部署必要的兵力。假设有甲、

乙 2 个岛屿，红军有 4 艘驱逐舰，蓝军有 3 艘驱逐

舰，假设双方军舰战斗力相当，兵力的分派在战斗

中起着重要作用。设 x 表示用于争夺甲岛屿的军舰

数，y 为用于争夺已岛屿的军舰数，则{x，y}便可

表 示 一 种 兵 力 分 配 策 略 ， 红 方 策 略 集

S1={{4,0},{0,4},{3,1},{1,3},{2,2}} ， 蓝 方 策 略 集

S2={{3,0},{0,3},{2,1},{1,2}}。 
红方第 1 种方案对蓝方第 1 种方案时，红方赢

得 11ξ 为 5/1=λ 的 指 数 分 布 ， 蓝 方 赢 得 11η 为

7/1−=λ 的指数分布；红方第 1 种方案对蓝方第 2
种方案时，红方和蓝方没有交战，双方各占一个岛

屿，记双方赢得 12 12ξ η、 数学期望均为 0；红方第 1

种方案对蓝方第 3 种方案时，红方赢得 13ξ 为 4/1=λ
的指数分布，蓝方赢得 13η 为区间[-2，2]上的均匀

分布；红方第 1 种方案对蓝方第 4 种方案时，红方 

赢得 14ξ 为 3/1=λ 的指数分布，蓝方赢得 14η 为

1=λ 的指数分布。 
类似可得双方的随机支付矩阵 A Bξ η、 为： 
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。 
根据定义 4，计算出双方的支付矩阵 A、B 为： 
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。 
该双矩阵对策 },;,{ 21 BASS=Γ 在纯策略下的平

衡点不存在，则此双矩阵对策可以转化为二次规划

问题。 
由 Matlab 软件[6]解得 },;,{ 21 BASS=Γ 的 Nash 平

衡点为 *x =( 0.500 0, 0.500 0, 0, 0 ,0), *y =( 0, 0, 

0.500 0, 0.500 0 ), u=3.500 0, v=0.500 0。由此得出红

蓝双方选择不同策略的概率分布。 

4  结束语 

讨论了随机矩阵对策结果（最优策略和对策值）

关于各随机变量分布函数的稳定性，给出了具体的

稳定性分析方法。并以舰艇作战方案为例，建立了

一个随机双矩阵对策模型，对于双方资源分配，具

有一定的指导意义。 
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