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小球平面系统的路径跟踪滑模控制 
梁艳阳，王姮，张华，熊莉英，郭雪梅 

（西南科技大学 信息工程学院，四川 绵阳 621010） 

摘要：首先分析小球平面运动控制系统的特点，将路径跟踪控制分解为小球的位置控制问题和平面角度的控制

问题。然后，主要针对小球的位置控制问题，基于小球运动系统的动力学模型和滑模控制的基本原理提出一种路径

跟踪滑模控制算法，并通过李亚普诺夫稳定性定理证明了闭环系统的渐进稳定性。该滑模控制算法消除了小球在平

面上运动时时变不确定摩擦力对控制性能的不良影响，提高路径跟踪控制的精度。最后，通过仿真实验对所提出的

滑模控制算法的控制性能进行了验证。 
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Abstract: At first, the property of the globule plane control system is analyzed, and the path tracking control problem is 
divided into sub problems of globule position control and plane angle control. Afterwards, a path tracking sliding mode 
control algorithm is proposed for the globule position control based on dynamic model of the globule motion system and 
basic principle of sliding mode control, asymptotical stability of the close-loop system is proved mathematically through 
Lyapunov stability theory as well. The proposed sliding mode control algorithm eliminates the effect of time-varying 
uncertain friction while the globule is rolling on the plane surface, and thus the path tracking precision is improved. Finally, 
control performance of the proposed sliding mode control algorithm is validated by simulation experiment. 
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0  引言 

小球平面系统是一个多变量、非线性控制系统，

是球杆系统的二维扩展。其控制对象是具有 2 个相

互垂直的旋转轴的平面板，控制目标是让一个自由

滚动的小球能平衡在板上特定的位置或者沿一定的

轨迹滚动。平面板绕两个转轴的旋转可分别由 2 个

电机驱动，通过传感装置得到小球在平面板上的位

置后反馈给控制系统，控制系统采用一定的控制策

略控制平面板在 2 个转轴方向的转角，实现对小球

在板上定点和轨迹运动的控制 [1]。国内外很多学者

都对小球平面系统的控制方法进行了研究 [1-7]。目

前，主要控制方法是将整个系统的控制问题分解为

小球的位置控制和平面角度的控制，即通过内外两

个回路的方法实现对小球位置的精确控制[4-5,7]。由

于采用 PID 控制等经典的控制方法对驱动电机的角

位移进行控制，一般都能获得良好的控制性能，故

小球平面系统的小球位置或路径跟踪的控制性能就

主要取决于外回路控制器的性能。故主要针对小球

平面系统的外回路控制问题，基于系统动力学模型

和滑模控制的基本原理提出新型的滑模控制策略，

实现对小球路径跟踪的高精度控制。 

1  小球平面系统的动力学模型及性能分析 

1.1  小球平面系统的动力学模型 

小球平面系统示意图如图 1。其中，平板 2 安

装在平板 1 上，即转轴 2 固定于平板 1 的左右两端，

2 个平板可通过底层电机的驱动分别绕转轴 1 和 2
转动，实现小球在平板 2 上的自由滚动。选择步进

电机作为驱动电机，通过齿轮传动直接作用于 2 个

转轴，并根据脉冲计数实时检测 2 个平板的角度。

采用四线电阻触摸屏加钢球组成的压电式传感器代

替昂贵的摄像机，利用单片机内置的 ADC（模数转

换器）实现对触点实时位置的获取。其中四线电阻

触摸屏由 2 个透明的阻性层叠加而成，中间由很薄

的透明绝缘支撑物隔开，每个阻性层叠都涂有均匀

电阻质，在两端形成电极，由导线引出，屏的顶端

在外力达到一定值时发生形变，与底层产生电气接

触，此时可以用分压器原理来计算出短接位置，换

算成实际的坐标，通过滤波技术可获取小球的亚毫

米级精度位置信息。该设计简化了小球平面系统的

机械结构，降低了实验装置的成本，更有利于减小
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小球在 x-y 方向上运动的耦合度和应用 2 个回路的

控制思想实现系统的高精度控制。 

 
l1：平板 2 的宽度，19.3 cm； l2：平板 2 的长度，23.0 cm；  

1M ：平板 1 的质量，7.9 kg；m：小球的质量，0.22 kg。 
图 1  板球系统的俯视图 

根据所设计的小球平面物理系统的特点，可采

用两级控制方法实现小球在平板上沿任意给定参考

曲线的运动控制，控制系统原理如图 2。其中内回

路控制器是二级控制器，实现电机的高速高精度角

位移控制，外回路控制器作为一级控制器，根据小

球的当前状态（包括小球当前位置、速度和加速度）

和给定的小球参考轨迹，通过控制算法确定下一时

刻的电机目标角位移。 

 
图 2  板球控制系统原理图 

小球在平面上的自由滚动可以分解为 x-y 两个

方向上的运动，并在 2 个方向上运动的耦合很小，

因此，可以对小球在 2 个方向的运动分别进行独立

控制。考虑如图 3 的小球在 x 方向上的运动情况，

假设小球为理想的球体，根据牛顿力学的基本原理

可以建立如下的动力学模型[4]： 
( ) xxx JxmRTRmg ωθ +=+sin                 (1) 

 
m：小球质量；Tx：未知的转矩；R：小球的半径；  

xω ：小球在 x 方向的角速度；g：重力加速度。 

图 3  小球在 x 轴方向的力学模型 

根据线速度与角速度的关系，有 
xR x =ω  

而转动惯量 2

5
2 mRJ = ，故式  (1) 可改写为： 

( ) xx T
mR

gx
7

5sin
7
5

+= θ                      (2) 

同理，y 方向上的动力学模型为 

( ) yy T
mR

gy
7

5sin
7
5

+= θ                       (3) 

由于 x 方向和 y 方向的控制器设计相互独立且

方法一致，故只讨论 x 方向的控制器设计。根据式

(2)，并令： bg =
7
5 ， )(

7
5 tfT
mR x Δ= ， ( ) xx u=θsin ，则

式  (2) 可改写为 
)(tfbux x Δ+=                          (4) 

其中， )(tfΔ 是由平板和小球之间的摩擦力引起

的未知时变不确定项，其大小取决于平板和小球的

材料、压力的大小和小球的运动速度等因素。 

1.2  小球平面系统的动力学模型及性能分析 

如果忽略不确定项 )(tfΔ ，根据式  (4) 可得到小

球位移 x 和输入量 ux 之间的传递函数模型为 

2)(
)(

s
b

sU
sX

x

=                              (5) 

令 xx =1 ， xx =2 ， ],[ 21 xxX = ， xuu = ，系统

输出为小球的位移 x，则根据式  (5) 可得到小球系

统的状态空间方程为 
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对于连续时间系统，有 
BuAXX += ， DuCXY +=                 (7) 

系统状态完全可控的充要条件是：向量组

A , AB , , BAn 1− 是线性无关，即矩阵 1nA AB A B−⎡ ⎤⎣ ⎦

的秩为 n ，系统的输出可控的充要条件是：

1nCA CAB CA B D−⎡ ⎤⎣ ⎦ 的秩等于输出 Y 的维数。应用该

原理，通过 matlab 可以计算得到：系统的状态可控

性矩阵的秩等于系统的状态变量维数 2，系统的输

出完全可控性矩阵的秩等于系统的输出变量的维数

1。因此，可设计系统控制器，使系统稳定。此外，

根据理想的状态空间方程  (6) 进行阶跃响应分析，

可得到系统发散的阶跃响应曲线。 

2  小球平面系统的路径跟踪滑模控制器 

2.1  路径跟踪滑模控制器设计 

假设 1 式  (4) 中的未知时变不确定项 )(tfΔ 的

最大绝对值已知，即存在常数 +∞<< F0 ，有

Ftf <Δ )( ，且 )(tfΔ 的一阶导数 )(tfΔ 存在且有界，

参数 b 为已知非零常数。 
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基于假设 1，根据滑模控制的基本原理，可设

计小球在 x 方向的位置跟踪滑模控制器。令参考输

入为 xd(t)，则系统跟踪误差可表示为： 
)()()( txtxte d−=                       (8) 

设计滑模函数为： 
)()()( tetets λ+=                       (9) 

根据滑模控制的基本原理，只要被控系统  (4)
在滑模控制律的控制作用下，系统状态 x(t)在有限

时间内能到达滑模面 s(t) = 0，则被控系统  (4) 就能

实现对参考输入 xd(t)的渐进跟踪。 
定理 1 当被控系统  (4) 满足假设 1 时，存在常

数 0>α ， F>β ，在滑模控制律式  (10) 的控制作用

下，滑模面 s(t) = 0 是渐进收敛的，从而被控系统  (4)
的跟踪误差  (8) 渐进稳定。 

( )))(sgn()()()()( 1 tststetxbtu dx βαλ −−−= −    (10) 

证明：选择如下的候选 Lyapunov 函数 

( )2)(
2
1),( tstsV =                        (11) 

根据被控系统  (4)、式  (9) 和控制律式  (10)，有： 

ftsts
ftetxtbu
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             (12) 

式  (11) 对时间求导，并根据式  (12) 可得： 

( )
( )
( ) 0)()()(

)()()(

)())(sgn()(
)()(),(

2

2

≤−−−≤
⋅Δ+−−=

Δ+−−=
=
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βα
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根据式  (11) 和式  (13) 可知：s(t)是有界的，进

而根据式  (12) 及假设 1 可得： )(ts 也有界。当 0)( ≠ts

时，根据式(13)对 ),( tsV 求时间导数，可得： 

( )( , ) 2 ( ) ( ) ( ) sgn ( )

( ) ( ) ( ) ( )

V s t s t s t s t s t

f t s t f t s t

= − −β +

Δ + Δ

α          (14) 

根据假设 1 以及 s(t)和 )(ts 的有界性，可知

),( tsV 也是有界的，从而 ),( tsV 一致连续。又因为

),( tsV 有 界 ， 根 据 Barbalat 引 理 [8] 可 知

0),(lim =∞→ tsVt 。 从 而 根 据 式 (13) 可 得

0)(lim =∞→ tst ，即 s(t)是渐近收敛的。因此，根据

滑模控制的基本原理以及式  (9) 的滑模函数，式  (8) 

所示的系统跟踪误差 e(t)是渐近稳定的。 

2.2  仿真实验及结果分析 

根据前述讨论，所提出的路径跟踪滑模控制策

略可在线实现如下： 
1) 选择合适的控制器参数α 、 β 和 λ； 

2) 在每个采样控制周期 k 内，处理： 
(1) 读取系统状态 x(k)，获得参考输入 xd(k)，

计算它们的一阶后向差分 )(kx 和 )(kxd ，计算参考

输入的 xd(k)的二阶后向差分 )(kxd ； 

(2) 根据式  (8) 计算跟踪误差 e(t)，计算 e(t)的
一阶后向差分 )(ke ，根据式 (9) 计算滑模函数 s(t)

的值； 
(3) 根据式  (10) 计算滑模控制律 )(kux ； 

(4) k=k+1; 
返回到第  (1) 步，继续重复运行。 
选取小球的摩擦力系数模型为[9]： 

)(21 txkkx +=μ                         (15) 
则时变不确定项为： 

( ) ( )5 5( ) sin ( ) 7 sin ( )
7 7x x x x xf t T mg t R t

mR mR
Δ = = θ =μ μ θ  

                                     (16) 
根 据 式 (15) 和 式 (16) ， 并 令 k1=0.019 2 ，

k2=-0.048，可得时变不确定项的完整表达式为： 
( ) ( )( ) 7 0.019 2 0.048 ( ) sin ( )xf t x t tθΔ = × − × ×    (17) 

让系统在平面上作半径为 0.05 m 的圆周运动，

并要求在 720 个控制周期之内完成一周的运动。可

以选取圆周运动的 x-y 方向的参考输入为： 

π( ) 0.05 1 cos
360dx k k⎛ ⎞⎛ ⎞= × −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
， π( ) 0.05 sin

360dy k k⎛ ⎞⎛ ⎞= × ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

   (18) 
其中， Zk ∈ 且 7200 ≤≤ k 。 
根据系统的参考输入  (18)、时变不确定项  (17)、

平面小球动力学方程  (4) 以及滑模控制策略  (10) 的

在线实现策略，选取控制器参数 1=α 、 05.0=β 和

5.0=λ ，在 matlab 中可实现小球平面系统的路径跟

踪控制仿真实验。仿真实验的结果如图 4、图 5。其

中，图 4 中的左图表示小球分别在平面上 x-y 两个

方向上位移输出的情况，图 4 中的右图表示在平面

上运动轨迹的曲线。图 5 中的左图表示小球在 2 个

方向上的位移误差，图 5 中的右图表示小球的运动

轨迹与参考输入轨迹的二次均方差。  （下转第 84 页） 
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经满足了发动机工作点的要求。 

 
图 3  第一次二阶双面平衡后幅频响应曲线 

 
图 4  第二次二阶双面平衡后幅频响应曲线 

4  结论 
通过对某型发动机低压转子的高速动平衡实

验研究，结果表明： 
1) 根据转子幅频特性，采用多平面多转速影响 

 

系数法对该柔性转子一、二阶高速动平衡是可行的，

能取得良好的平衡效果；2) 在对个别振动较大测点

进行的平衡中，可以根据振动较大通道的相位信息

加试重，实现在加试重这一步就较有效地降低振动

量；3) 该试验开展为该型发动机转子的高速动平衡

总结了方法，积累了经验，提供了有力技术支持，

也为同类型转子高速动平衡提供了积极参考经验。 
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当系统状态运行于滑模面附近时，由于滑模控

制律  (10) 中的切换项 ))(sgn( tsβ 频繁的切换，从而造

成 了 图 5 所 示 的 系 统 位 置 误 差 在 很 小 幅 度

（ 42 10  m−± × ）内的振荡。从图 4、图 5 可以看出：

在存在由未建模摩擦力所引起的时变不确定性

)(tfΔ 的情况下，在形如式  (10) 的滑模控制律作用平

面小球系统仍具有高精度的轨迹跟踪性能。 

 
图 4  小球位移输出 x 和 y 

 
图 5  小球位移输出 x 和 y 的误差 

3  结论 
在充分研究平面小球系统动力学模型的基础

上，基于滑模控制的基本原理及李亚普诺夫稳定性

定理构造了一个高性能的平面小球系统路径跟踪滑

模控制器，通过严格的理论推导证明了由所提出的

滑模控制器和平面小球系统组成的路径跟踪控制系

统的渐近稳定性，给出了滑模控制器的在线实施策

略，最后通过 matlab 对控制系统进行仿真实验，并

对实验结果进行分析，验证了所提出的路径跟踪滑

模控制器具有优越的控制性能。在此基础上，还可

以尝试构造对时变不确定项的在线辨识算法，结合

自适应控制的基本原理，进一步研究平面小球系统

的自适应滑模控制策略，提高控制性能。 
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