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考虑平面形状误差的配合表面接触状态研究 

左富昌，张之敬，金鑫 

(北京理工大学机械与车辆学院，北京 100081) 

摘要：为提高装配接触分析的准确性，对考虑平面形状误差的配合表面接触状态进行研究。以平面为对象，考

虑加工导致的形状误差，提出一种形状误差与装配力共同作用下的配合表面接触状态理论分析方法。在此基础上，

提出配合误差的概念及计算方法，揭示形状误差对装配精度的影响关系。随后，采用有限元法验证所提方法。结果

表明：该方法是有效的，准确预测了考虑形状误差情况下配合表面的接触状态，并计算了配合误差。文中所提方法

可为考虑形状误差的装配精度预测与分析提供参考。 
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Research on Contact State of Mating Surfaces Taking into Account 

Plane Form Error 

Zuo Fuchang, Zhang Zhijing, Jin Xin 
(School of Mechanical & Vehicle, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, China) 

Abstract: To improve the accuracy of assembly contact analysis, the contact state between mating surfaces with form 

error was studied. With the plane as object, the contact state analysis method of mating surfaces considering the form errors 

and assembly forces was proposed. On this basis, the concept of mating variation and its calculating method was proposed, 

in to reveal the effects of form errors on the assembly accuracy. Subsequently, the finite element method was adopted to 

verify the proposed method. The results show that the method is effective, accurately predicts the contact state of mating 

surfaces with form errors, and calculate the complex error. The proposed method can provide a basis for prediction and 

analysis of the assembly accuracy when considering the form errors.  
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0  引言 

装配体中各零件之间的约束关系包括接触与对

齐等，是通过零件之间的位置关系满足的。对于只

有 2 个零件的装配体而言，基准件的位置可视为固

定，由于零件加工误差的存在，被装配件的位置需

要通过相对其公称位置的刚体位移实现。2 个零件

之间最普遍的约束方式为沿同一表面保持接触。零

件加工误差引起的被装配件刚体位移将导致装配精

度发生变化。 

Lee 等人 [1]描述了使用平面接触与圆柱面接触

的装配模型，模型指出 2 种接触类型下调整零件位

置与方向的方法；Rocheleau 等人[2]提出一种装配建

模方法，方法中的约束使零件之间沿平面、圆柱面、

球面与锥面接触，平面-平面接触为表面接触，表示

一种低级的约束对，其他为线接触或点接触；

Charles 等人[3]与 Clement 等人 [4]同时指出，如果 2

个零件的相对位置由 2 个或多个约束对约束，那么

实际效果可以缩减为单个约束。但上述方法并未考

虑配合表面存在的误差，尤其是形状误差，更未考

虑装配力等外力作用下零件的变形，因此结果与实

际情况之间存在一定的差别。此外，对于形状误差

导致的接触变形，文献[5]研究了对接装配中表面粗

糙度及外力作用下产生的变形对装配精度的影响 ,

但仅通过模拟验证所提方法，并未研究实际加工的

零件。 

1  接触状态分析 

笔者提出一种基于差表面的配合表面接触点搜

索方法，包括差表面定义、差表面极小值搜索和接

触点确定 3 个步骤。 

1.1  差表面的定义 

差表面是指根据 2 个存在形状误差且存在相互

配合关系的表面实际测量值之差得到的虚拟表面，

用以进行配合表面接触点的搜索。差表面表示同一
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坐标系内 2 个配合表面之间的距离，因此差表面的

极小值点即为可能最小距离，可能最小距离位置为

2 个配合表面可能的接触点。 

考虑到配合表面的形状误差，通过定义差表面，

确定它们之间所有的接触点。获得差表面的方法如

下：首先，将各自测量坐标系测量所得的形状误差

转化到同一坐标系内，通过测量数据 A1 与 A2 之差

获得差表面，即 Ad=A1-A2。通过定义差表面，配合

表面的形状误差被转化到一个表面上，即其中一个

配合表面存在形状误差，而另一个配合表面变为理

想表面。为了便于理解，实际的三维配合表面被简

化为位于 XOY 坐标系内的二维配合表面，Y轴正向

与负向分别为 2 个配合表面的法向。2 个存在形状

误差的配合表面和对应的差表面如图 1 所示。 

 

(a) 配合表面 

 

(b) 差表面 

图 1  2 个配合表面及其差表面 

如前所述，差表面的极小值点为可能最小距离，

可能最小距离位置为 2 个配合表面可能的接触点。

因此，图 1(b)中带剖面线的一侧表示非接触点侧，

另一侧为接触点侧。 

1.2  差表面极小值搜索 

采用一种自适应的搜索方法寻找差表面的极小

值。以三维装配为例，如图 2 所示的测量点位置，

假定(xj, yk)(j=2,3,…,J-1；k=2,3,…,k-1)为差表面上

的测量点(指差表面上对应配合表面测量点的点)，

(xj−1, yk)、(xj+1, yk)、(xj, yk−1)和(xj, yk+1)为(xj, yk)周围

的 4 个相邻点，J与 K分别为 X和 Y方向的测量点

个数。 

首先，仅在 X轴方向搜索并移动中心点，直到

第 k行的倒数第 2 个测量点，即逐行搜索。如果 zj,k

＜zj−1,k，zj,k＜zj+1,k，zj,k＜zj,k−1且 zj,k＜zj,k+1 同时成立，

则 zj,k 为差表面上的一个极小值，为了减小搜索次

数，此时将中心点移至同行的测量点(xj+2, yk)；否则，

如果 zj,k＜zj−1,k，zj,k＜zj+1,k，zj,k＜zj,k−1 和 zj,k＜zj,k+1

中的任何一个不等式不成立，则 zj,k不是差表面上的

极小值，此时将中心点移至测量点(xj+1, yk)。当第 k

行搜索完成时，将中心点移至第(k+1)行的第 2 个测

量点，即测量点(xj, yk+1)，重复上述过程。对于边缘

的测量点，极小值搜索只需与其相邻的 3 个测量点

的 z 值比较。当搜索遍历整个差表面之后，就可以

确定差表面上的所有极小值点。 

 

图 2  测量点位置示意图 

1.3  接触点确定 

研究表明 [6]，由于形状误差的存在，配合表面

之间仅在若干点接触。一般情况下，二维配合存在

2 个接触点，三维配合存在 3 个接触点。基于搜索

的差表面极小值点，可计算所有可能的接触点。 

1.3.1  二维配合 

对于二维配合，假设差表面上任意 2 个极小值

点分别为 P1和 P2，它们在坐标系 XOY 中的空间坐

标分别为(x1, y1)和(x2, y2)，则通过 P1和 P2的直线方

程为 

1 1

2 1 2 1

y y x x

y y x x

− −
=

− −
          (1) 

构建的理想直线为 

y Ax B= +             (2) 

其中 A，B由式  
(1)

 计算所得。 

然后对差表面上所有测量点的值 yi与理想直线

上点的 y值比较： 

( ) i iy i Ax B y= + ＜          (3) 

如果对于所有的测量点，式  
(3)

 均成立，说明
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极小值点 P1 和 P2 为一组可能的接触点。因此，通

过上述计算和比较，可能确定多组接触点。为了确

定实际的接触点，在忽略零件重力的情况下，还需

考虑装配力作用线与接触点的位置关系。 

假设装配力作用线与可能接触点连线的交点为

(x3,y3) ， 可 得 到 向 量
1 3 1 3 1

( , )x x y y= − −a ，
2

=a  

3 2 3 2
( , )x x y y− − 。根据向量共线的性质，有

1 2
k= ia a ，

若 k＜0，说明交点位于两接触点之间；若 k＞0，说

明交点不在两接触点之间。如果装配力作用线与接

触点连线的交点位于两接触点之间，则该组接触点

为实际的接触点；如果装配力作用线与接触点连线

的交点不在两接触点之间，则该组接触点不是实际

的接触点。 

1.3.2  三维配合 

对于三维配合，假设差表面上任意 3 个极小值

点分别为 P1、P2和 P3，若 P1、P2和 P3的空间坐标

分别为 ),,( 111 zyx ， ),,( 222 zyx 和 ),,( 333 zyx ，则它

们确定的理想平面
321 PPP 的方程为 

0

    

    

         

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

       (4) 

构建的理想平面为 

DCzByAx =++            (5) 

其中 A，B，C，D由式  
(4)

 计算所得。 

然后对差表面上所有测量点的值 zi与理想平面

上点的 z值比较： 

( ) i i

i

D Ax By
z i z

C

− −
= ＜           (6) 

如果对于所有测量点，式  
(6)

 均成立，则说明

极小值点 P1、P2和 P3为一组可能的接触点。因此，

通过上述计算和比较，可能会确定多组接触点。为

了确定实际的接触点，在忽略零件所受重力的情况

下，还需要考虑装配力作用线与接触点的位置关系。 

假设装配力作用线与接触点围成三角形的交点

P4 的坐标为 (x4,y4,z4)，利用面积法判断 P4 与

△P1P2P3 的位置关系：位于三角形内部或不在三角

形 内 部 。 根 据 海 伦 公 式 分 别 求 解 △P1P2P3 、

△P1P2P4、△P2P3P4 和△P1P3P4 的面积 S0、S1、S2

和 S3，首先求线段 P1P2、P2P3、P3P1、P4P1、P4P2

和 P4P3的长度，分别如下： 

1 2

2 3

3 1

4 1

4 2

4 3

2 2 2

P P 1 2 1 2 1 2

2 2 2

P P 2 3 2 3 2 3

2 2 2

P P 3 1 3 1 3 1

2 2 2

P P 4 1 4 1 4 1

2 2 2

P P 4 2 4 2 4 2

2 2 2

P P 4 3 4 3 4 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

L x x y y z z

L x x y y z z

L x x y y z z

L x x y y z z

L x x y y z z

L x x y y z z

= − + − + −

= − + − + −

= − + − + −

= − + − + −

= − + − + −

= − + − + −

     (7) 

令         

1 2 2 3 3 1

1 2 2 4 4 1

2 3 3 4 4 2

1 3 3 4 4 1

0 p p p p p p

1 p p p p p p

2 p p p p p p

3 p p p p p p

( ) / 2

( ) / 2

( ) / 2

( ) / 2

L L L L

L L L L

L L L L

L L L L

= + +

= + +

= + +

= + +

        (8) 

则 4 个三角形的面积 S0、S1、S2和 S3分别为： 

1 2 2 3 3 1

1 2 2 4 4 1

2 3 3 4 4 2

1 3 3 4 4 1

0 0 0 p p 0 p p 0 p p

1 1 1 p p 1 p p 1 p p

2 2 2 p p 2 p p 2 p p

3 3 3 p p 2 p p 2 p p

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

S L L L L L L L

S L L L L L L L

S L L L L L L L

S L L L L L L L

= − − −

= − − −

= − − −

= − − −

   (9) 

判断下式 

0 1 2 3
S S S S+ +＜          (10) 

若式  
(10)

 成立，则 P4 位于△P1P2P3 外部，否

则位于三角形内部或边上(统称为内部)。如果装配

力作用线与接触点组成三角形的交点位于三角形内

部，则该组接触点为实际的接触点；否则，该组接

触点不是实际的接触点。 

图 3 所示为二维情况下的两配合表面在不同装

配力作用下的接触点。 

 

(a) 第 1 种情况下的接触点 

 

(b) 第 2 种情况下的接触点 

图 3  2 个配合表面之间的可能接触点 
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从图 3 中可以看出，不同的装配力作用线，将

导致不同的接触点。 

2  基于接触点的配合误差计算 

为表示形状误差对装配精度的影响，需要将配

合表面存在的形状误差转化为被装配件的位置误差

和方向误差，因此引入位置误差和方向误差模型，

以表示配合误差。配合误差指 2 个配合表面形状误

差引起的被装配件偏离其理想装配位置与方向的变

动量，即形状误差引起的被装配零件的位置误差与

方向误差。采用位置向量和 3 个欧拉旋转角(俯仰、

平摇和侧滚)组成的方向向量[7]表示配合误差。在公

称导出要素及其替代导出要素上分别建立坐标系，

位置与方向向量组成二者之间的微分运动向量，形

式为 u=[dx, dy, dz, δx, δy, δz]
T。 

根据上文得到的 2 个配合表面上的接触点，可

分别确定 2 个替代要素，二维配合中为直线，三维

配合中为平面。对于二维配合，根据差表面上的接

触点(x1, y1)和(x2, y2)，可得到配合表面 1 上的接触

点坐标为 ),( 1A

11 yx 和 ),( 1A

22 yx ，配合表面 2 上的接触

点坐标为 ),( 2A

11 yx 和 ),( 2A

22 yx ，通过它们可分别计

算得到如下直线方程： 

12

1

A

1

A

2

A

1

11

1

xx

xx

yy

yy

−
−=

−
−

           (11) 

12

1

A

1

A

2

A

1

22

2

xx

xx

yy

yy

−
−=

−
−

          (12) 

假设直线方程分别为： 

L1: 11 bxay +=            (13) 

L2: 22 bxay +=            (14) 

分别在直线 L1和 L2上建立如图 4 所示的坐标

系 0
MCS、1

MCS 与 2
MCS，分别称为公称配合坐标

系、子配合坐标系 1 与子配合坐标系 2。 

 

图 4  公称配合坐标系与子配合坐标系 

图 4 中 1
MCS、2

MCS 和 0
MCS 之间的微平移和

微旋转分别写为 uM1=[dx1', dy1', dz1', δx1', δy1', δz1']
T与

uM1=[dx2', dy2', dz2', δx2', δy2', δz2']
T，称其为配合误差

分量，即根据接触点确定替代表面与公称表面之间

的位置误差与方向误差。则配合误差可以写为

uM=[dx', dy', dz', δx', δy', δz']
T
= [dx1', dy1', dz1', δx1'-δx2', 

δy1'-δy2', δz1'-δz2']
T。根据式  (13) 和式  (14)，可以得

到两直线之间绕 z轴的微小旋转量 δz'与沿 y轴方向

的微小平移量 dy'分别如下： 

1 c 1'yd a x b= +             (15) 

2 1

2 1

'
1

z

a a

a a
δ −

=
+ i

            (16) 

其中，xc 为长度方向的中点。 

对于三维配合，可以根据差表面上的接触点(x1, 

y1, z1)，(x2, y2, z2)和(x3, y3, z3)，确定配合表面 1 上的

接触点分别为 ),,( 1A

111 zyx ， ),,( 1A

222 zyx 和 ),,( 1A

333 zyx ，

配 合 表 面 2 上 的 接 触 点 分 别 为 ),,( 2A

111 zyx ，

),,( 2A

222 zyx 和 ),,( 2A

333 zyx 。通过它们可分别计算得

到如下平面方程： 

0

    

    

         

11

11

1

A

1

A

31313

A

1

A

21212

A

111

=

−−−

−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

     (17) 

0

    

    

         

22

22

2

A

1

A

31313

A

1

A

21212

A

111

=

−−−

−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

     (18) 

假设计算得到的平面方程分别为： 

P1： 111 CyBxAz ++=          (19) 

P2： 222 CyBxAz ++=          (20) 

则两平面的法向量分别为： 

1 1 1
[ , ,1]A B=n             (21) 

2 2 2[ , ,1]A B=n             (22) 

则平面 P1与 x轴和 y轴的夹角分别为： 

1 1 1 1 1arccos(( ) / (| | | |))xδ = × in e n e      (23) 

1 1 2 1 2arccos(( ) / (| | | |))yδ = × in e n e      (24) 

其中，e1和 e2分别为 X轴和 Y 轴的单位向量。 

同理，平面 P2与 X轴和 Y 轴的夹角分别为： 

2 2 1 2 1
arccos(( ) / (| | | |))

x
δ = × in e n e      (25) 

2 2 2 2 2arccos(( ) / (| | | |))yδ = × in e n e      (26) 
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若 ),( cc yx 为平面的中心点，则配合误差的 z

轴方向平移分量为 

111' CyBxAd ccz ++=         (27) 

从而根据式  (23)～(27)，可得三维配合的配合

误 差
M
u 。 假 设 配 合 表面 1 为 基 准 ， 则

M
=u  

T

1 2 1 2
[0,0, ', , ,0]

z x x y y
d δ δ δ δ− − 。 

3  实例验证 

如图 5，零件 1 和零件 2 均为回转体，二者之

间为平面与平面接触，配合处为 2 个尺寸相同的圆

形平面，直径为 62 mm。2个圆柱面的直径为 40 mm，

长度为 20 mm。主要装配精度要求为圆柱面 B 与圆

柱面 A的同轴度，圆柱面A为设计基准与测量基准。

分析可知，配合表面的形状误差将对两圆柱面的同

轴度产生影响。仅考虑 2 个配合表面存在的形状误

差，分析计算配合表面的接触状态，并在此基础上

计算其配合误差。 

   

(a) 主视图                (b) 俯视图 

图 5  三维装配体的装配图 

针对 5 套装配零件，计算确定的接触点，以及

根据接触点求得的平面方程如图 6，篇幅原因，此

处仅给出 2 组进行说明。 

 

(a) 第 1 组 0°配合 

 

(b) 第 1 组 180°配合 

 

(c) 第 2 组 0°配合 

 

(d) 第 2 组 180°配合 

图 6  配合表面接触点及确定的理想平面 

从图 6 可以看出，不同配合分组中的接触点位

置及接触点确定的理想平面方程不同，且相同配合

分组、不同配合角度的接触点情况也不相同。另外，

不同配合分组中接触点确定的理想平面方程的常数

项符号均一致，均为负值，定性说明各组装配沿 z

轴的平移误差基本一致。根据上述确定的接触点计

算的配合误差如表 1。 

 

螺钉 

销钉 

z=-0.009 2+2.6e−5∗x−2.12e−4∗y 
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表 1  三维装配的配合误差 

组号 
角度/ 

(°) 
微分运动向量形式的配合误差 

1 
0 uM1=[0, 0, 0.009 9, 0.012 1, 9.5e-4, 0]

T
 

180 uM2=[0, 0, 0.008 8, 0.009 0, 0.015 2, 0]
T
 

2 
0 uM3=[0, 0, 0.009 2, -0.006 9, 0.001 4, 0]

T
 

180 uM4=[0, 0, -0.002 9, -8.2e-4, 0.010 8, 0]
T
 

3 
0 uM5=[0, 0, 0.006 8, 0.028 6, -0.004 2, 0]

T
 

180 uM6=[0, 0, 0.006 8, 0.024 5, -0.003 4, 0]
T
 

4 
0 uM7=[0, 0, 0.007 2, 0.009 1, -0.012 9, 0]

T
 

180 uM8=[0, 0, 0.007 9, 0.008, -0.042 5, 0]
T
 

5 
0 uM9=[0, 0, 0.017 0, 0.006 7, -0.041 4, 0]

T
 

180 uM10=[0, 0, 0.018 6, -0.014 2, 0.014 2, 0]
T
 

采用有限元软件计算上述实例的接触状态，以

及产生的变形位移如图 7。 

     

接触状态              刚体及变形位移 

(a) 第 1 组 0°配合 

       
       接触状态               刚体及变形位移 

(b) 第 1 组 180°配合 

图 7  接触状态数值分析结果 

从图 7 可知：1) 配合表面为局部接触；2) 不

同配合分组导致被装配体产生大小和方向均不同的

位移，即配合误差。装配力破坏了理论上的三点接

触状态，产生变形附加误差，本例中一般小于 5 µm，

虽然与形状误差相比较小，但不容忽视，需将其叠

加到理论计算的配合误差中。 

4  结论 

笔者从考虑配合表面形状误差的角度，研究 2

个表面的接触状态，以及由此导致的配合误差。建

立了形状误差与装配精度之间的关系，即已知形状

误差，可通过文中所提方法求解 2 个配合表面的配

合误差。实验结果表明：形状误差与装配力共同作

用下的配合表面接触状态理论分析方法以及基于此

的配合误差计算方法是有效的，可为考虑形状误差

的装配精度预测与分析提供参考。笔者仅针对平面

之间的配合开展了研究，实际装配中配合形式多种

多样，如圆柱面与圆柱面配合，而且可能几种配合

形式同时存在，因此下一步的工作是将文中的方法

扩展至其他形式的配合。 
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