
兵工自动化                                          2013-09 
                           Ordnance Industry Automation                           32(9) 

 

·44·

doi: 10.7690/bgzdh.2013.09.013 

基于拟平稳分布的随机服务系统 k 阶繁忙期研究 
王振纬，程燕 

(陆军军官学院基础部数学教研室，合肥 230031) 

摘要：为深入研究随机服务系统的“繁忙期”，基于拟平稳分布对其进行探讨。利用生灭过程的拟平稳分布概率

特性，得到某个确定初始状态下生灭过程的平均灭绝时间，依据它和随机服务系统平均 k 阶繁忙期概率分布的相似，

得到结果，并以实例进行模拟验证。结果表明：该模型进一步拓展了拟平稳分布的应用空间，能为深入研究随机服

务系统的“繁忙期”提供参考。 
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Analysis of k Order Busy Period in Stochastic Service System 
Based on Quasi-Stationary Distribution 

Wang Zhenwei, Cheng Yan 
(Staff Room of Math, Department of Basic Theories, Army Officer Academy of PLA, Hefei 230031, China) 

Abstract: For further researching of “busy period” of random service system, discuss it based on quasi-stationary 
distribution. Use quasi-stationary distribution probability features of birth-death process to acquire mean extinction time of 
birth-death process under certain initialization state, acquire results according to its similarity with mean k order busy 
period probability distribution of random service system. Then, carry out simulation verifying by using example. The 
results show that the model can further expand application fields for quasi-stationary distribution, and provide reference for 
further researching on “busy period” of random service system.  
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0  引言 
在经典的随机服务系统中，“繁忙期”是指系统

由空(没有顾客)变为不空时起，一直到系统又变为

空时为止的时间。目前虽然对于随机服务系统的探

讨较为完善，但对于“繁忙期”的研究并不深入，

只有孙荣恒、徐光辉等人利用概率母函数做了一些

工作[1-2]。而拟平稳分布是在一个吸收时间子系统内

能达到类似于“平稳性”的一种概率分布，和“繁

忙期”的概率分布非常相似。国内对于拟平稳分布

的研究并不常见，只是就它的某个分支进行了探讨。

利用拟平稳分布的基本内涵，笔者研究了随机服务

系统的平均 k 阶繁忙期，给出求解方法，并通过实

例进行验证。 

1  基本概念 

定义 1  当 );( 1Eimm i ∈= 是 )(tX 的初始分布，

对于 0t≥ ，有 

1( ( ) ) ,m iP X t i T t m i E= = ∈＞        (1) 

此时， );( 1Eimm i ∈= 称作拟平稳分布。 

定义 2[1]  从系统中有 k 个顾客在等待服务(不

包含正在服务的顾客)时，一直到有一个服务台空闲

时为止，这段时间称为系统的 k 阶繁忙期，记为 kA 。

零阶繁忙期为 A0，简称为繁忙期。 
由拟平稳分布定义可看出，拟平稳分布和平稳

分布的概率特性非常相似，当 Markov 过程在未被

吸收前，它的初始分布是拟平稳分布时，它在任一

时刻处在暂留集上的状态 i 的概率相等。而繁忙期

特指从系统中所有服务台都进入服务时起，一直到

有一个服务台空闲时为止的一段时间。若以随机服

务系统 M/M/•中的 k 阶繁忙期解释具有吸收态的生

灭 { ( ), 0}X t t ≥ ，它就是过程从状态“ k ”到“0”

的时间，即生灭过程{ ( ), 0}X t t≥ 由初始状态 k 到被

吸收的时间。 

2  平均灭绝时间 

设 )(tX 首 达 }0{0 =E 的 时 刻 为 T, 令 T =  

inf{ 0 ( ) 0}t X t =≥ 表示灭绝时间，它是一个依赖于初

始分布的随机变量。如果初始分布为拟平稳分布，

灭绝时间记为 TQ；若 iX =)0( ，灭绝时间记为 Ti。
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所以，当过程的初始状态为“i”，灭绝前所经历的

平均灭绝时间为 ETi。考虑借助于拟平稳分布来研

究平均灭绝时间，不加证明地给出以下 3 个引理[3]： 
引理 1  拟平稳分布 1 2( , , , )Nm m m m= 满足以

下关系式： 
1

0
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   (2) 
此结论具有一般性，对通常情况下的拟平稳分

布都可以利用它求解。 
引理 2  { ( ), 0}X t t ≥ 的拟平稳分布是以 0 为反

射壁的平稳分布，所以满足平衡方程 

111 , Eimm iiii ∈= −− λμ        (3) 

引理 3  在{ ( ), 0}X t t≥ 中，若初始分布是拟平

稳分布，则灭绝时间 

11

1
m

ETQ μ
=               (4) 

由上述引理可得下述结论： 
定理 1  当初始状态为“ i ”，设 1Er ∈ 是任意

固定状态，则 

∑
=

=
i

r
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μ

            (5) 

证明：由引理 2 可知，{ ( ), 0}X t t≥ 的拟平稳分

布是以 0 为反射壁的平稳分布。所以当过程在状态

1 时发生死亡，记作过程完成了 1 个周期。由于新

过程是遍历的，当 ∞→t 时，过程无穷次回到状态

r 。定义 ESr 为在一个周期内，过程停留在状态 r 的
平均时间，即 ESr 为原过程 )(tX 在吸收发生前停留

在状态 r 的平均时间。 
设 Srj 为新过程在第 j 个周期停留在状态 r 的时

间，j=1, 2,⋅⋅⋅。由拟平稳分布定义及强大数定律，有 
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因为 inf{ 0; ( ) 0}T t X t= =＞ ，而 ESr 为原过程 )(tX

在吸收发生前停留在状态 r 的平均时间，所以

Q

n

i
i ETSE =∑
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}{
1

，即 Qrr ETmES = 。当初始分布为状态

“ i ”，又由于引理 3 可知，整个过程的平均灭绝时

间 ∑∑
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由此，结论可证。 

其中，式  (5) 中的 rm 可以借助于引理 1 的结果，直

接求解得到平均灭绝时间 ETi。 

3  平均繁忙期 

定理 2  设 kA 是 M/M/1/N 的平均 k 阶繁忙期

长度，那么 

∑
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=
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其中
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证明：造新的生灭过程 )(~ tN 。与一般的输入过

程 )(tN 相比，新过程只要转移到 0 后就停止，显然

0 是吸收态。 )(~ tN 由 0 变成 1 忙期开始，第 1 次变

回 0 忙期结束。令忙期长度为 b ，则 

( ) { } { ( ) 0}B t P b t P N t= = =≤  

由定义 2 可知，随机服务系统中的 k 阶繁忙期

就是具有吸收态“0”的过程{ ( ), 0}X t t≥ 从状态“ k ”

到“0”的时间，即过程由初始状态“ k ”开始直到

被吸收的时间，这和平均灭绝时间 ETk 的含义相吻

合，所以可利用平均灭绝时间来研究“繁忙期”，即

随机服务系统的 k 阶繁忙期就是生灭过程当初始状

态为“ k ”，所经历的平均灭绝时间 ETk。结论可证。 
拟平稳分布的结果可以由式  (2) 的 k 阶繁忙期

Ak 得到。下面通过一个具体的实例来求解 M/M/1/N
的平均 k 阶繁忙期 EAk。 

4  实例 

设敌坦克对我某防御阵地实施突袭，突袭强度

为λ=1.2 辆/min，且服从泊松分布。我方有 2 套反

坦克防御系统，2 套装置单独作战，互不干扰，由

此构成 2 个 M/M/1 等待制随机服务系统，在各自的

辖区内按顺序实施射击 [9]。套反坦克防御系统对某

个目标的平均射击时间分别为 4/3、5/3 min，且射

击服从负指数分布，假定目标通过目标区需要 

5 min，共有 6 辆敌坦克进入我防御阵地受到射击，

同时不考虑敌方还击。其中 N=12。 

在第 1 套反坦克防御系统中 1)
10
9( −= k

kρ ，

1)
10
9( −= n

nπ ；第 2 套反坦克防御系统中 1)
25
18( −= k

kρ ，

1)
25
18( −= n

nπ ；并且 k=6。由式 (6) 通过计算机模拟可
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以求得，在第 1 套反坦克防御系统中，EA6=12.33；
第 2 套反坦克防御系统中，EA6=4.377。显然这样的

结果是合理的，因为第 2 套反坦克防御系统死亡率

与生长率的比值明显大于第 1 套反坦克防御系统的

比值，所以相应的 6 阶繁忙期也更小，也就是说，

在第 2 套反坦克防御系统中，6 辆坦克在进入我防

御阵地后，从等待被射击时起一直到我方射击完毕

的这段时间更短。 

5  结束语 

该模型不再局限于使用概率母函数这一特定方

法，进一步拓展了拟平稳分布的应用空间，为深入

研究随机服务系统的“繁忙期”提供了一定的思路。

笔者仅对最基本的 M/M/•系统进行了研究，如何将

拟平稳分布应用于更复杂的随机服务系统的繁忙

期，则是今后研究的方向。 
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图 6 显示了药柱各区域缩孔和缩松所占的体积

百分比。从图 6 可以清晰地看出缩孔和缩松所处的

位置，即缩孔和缩松分布在装药中轴线上，靠近自

由面，缩孔和缩松本身是不均匀的，内部是缩孔，

外部是缩松。 

 
图 6  装药内部缺陷的计算结果 

 
图 7  炸药内部缺陷的 CT 检测结果 

图 7 是文献[3]给出的 RHT 炸药凝固后的 CT 扫

描照片，显示了缩孔和缩松的位置。根据图 7，装

药内部缩松和缩孔中心到药柱底面中心约 78 cm，

而根据图 6，仿真计算得到的缩孔和缩松中心到药

柱底面中心的距离约为 72 cm，仿真结果与试验结

果的误差约为 7.6%，能够满足工程设计精度要求。 

3  结论 

笔者采用 ProCAST 程序对熔铸炸药的凝固过

程进行了数值模拟，分析了装药内部温度场的变化

规律，重点计算了缩孔和缩松的形成过程和位置。

缩孔缩松所在位置的仿真结果与试验结果基本吻

合，说明 ProCAST 程序能够模拟熔铸炸药的凝固过

程，可以应用于熔铸炸药的工艺设计。 
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